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o Valor esperado de X
𝜇𝑋 = 𝐸 𝑋

o Variância probabilística de 𝑋

𝜎𝑋
2 = 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 2 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸(𝑋)2

o Assimetria de 𝑋

𝛾 = 𝐸
𝑋 − 𝐸 𝑋

𝜎𝑋

3

=
𝐸 𝑋3 − 3𝐸 𝑋 𝐸 𝑋2 + 2𝐸 𝑋 3

𝐸 𝑋2 − 𝐸(𝑋)2 3

o Curtose de 𝑋

𝛽 = 𝐸
𝑋 − 𝐸 𝑋

𝜎𝑋

4

=
𝐸 𝑋4 − 4𝐸 𝑋 𝐸 𝑋3 + 6𝐸 𝑋2 𝐸 𝑋 2 − 3𝐸 𝑋 4

𝐸 𝑋2 − 𝐸(𝑋)2 2

Momentos



𝜸 > 𝟎 𝜸 < 𝟎

O mais comum em seguros é assimétrica positiva, pois
há uma tendência de os sinistros de custo mais baixa
serem mais frequentes do que os de custo mais alta.



𝜸 > 𝟎 𝜸 < 𝟎

Leptocúrtica, 𝛽 > 3

Mesocúrtica, 𝛽 = 3

Platicúrtica, 𝛽 < 3
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HAFLEY, W.; SCHREUDER, H. Statistical distributions for fitting diameter and height 

data in even-aged stands. Canadian Journal of Forest Research, NRC Research 

Press, v. 7, n. 3, p. 481–487, 1977.



Momento de ordem 𝑘 ou momentos ordinários de
ordem 𝑘 de uma variável Y (sendo 𝑘 um inteiro
positivo) como:

𝑚𝑘 = 𝐸 𝑌𝑘

Momentos



𝑚𝑘 = 𝐸 𝑌𝑘 =


𝑖=1

∞

𝑦𝑖
𝑘𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖

න
−∞

∞

𝑦𝑘𝑓 𝑦 𝑑𝑦

 𝑚1 = 𝐸(𝑌)

 𝑚2 = 𝐸 𝑌2

 𝑚3 = 𝐸 𝑌3

Momentos



𝑀𝑌 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑌 =


𝑖=1

∞

𝑒𝑡𝑦𝑖𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖

න
−∞

∞

𝑒𝑡𝑦𝑓 𝑦 𝑑𝑦

Função Geradora de Momentos



1) A geradora de momentos determina completamente a
distribuição de probabilidades.

2) A função geradora de uma soma de variáveis aleatórias
independentes é o produto das funções geradoras de cada
componente da soma.

3) Os momentos de uma variável aleatória podem ser obtidos
pela derivação da função geradora.

4) A convergência ordinária de uma sequência de funções
geradoras corresponde à convergência das correspondentes
distribuições.

Função Geradora de Momentos



1) A geradora de momentos determina completamente a
distribuição de probabilidades.

....se duas v.a. possuem funções geradoras de momentos iguais, então elas têm a
mesma função de distribuição ( teorema de unicidade).

2) A função geradora de uma soma de variáveis aleatórias
independentes é o produto das funções geradoras de cada
componente da soma.

Seja 𝑌 = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛 , tal que 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 são variáveis aleatórias
independentes.

𝑀𝑌 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑌 = 𝐸 𝑒𝑡 𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋𝑛

𝑀𝑌 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋1𝑒𝑡𝑋2 … . 𝑒𝑡𝑋𝑛 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋1 𝐸 𝑒𝑡𝑋2 …𝐸 𝑒𝑡𝑋𝑛

𝑀𝑌 𝑡 = 𝑀∑𝑋 𝑡 =ෑ

𝑖=𝑖

𝑛

𝑀𝑋𝑖(𝑡)



3) Os momentos de uma variável aleatória podem ser obtidos
pela derivação da função geradora.

𝑀𝑋 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 = 𝐸 

𝑘=0

∞
𝑡𝑋 𝑘

𝑘!
= 𝐸 1 + 𝑡𝑋 +

𝑡𝑋 2

2
+

𝑡𝑋 3

6
+

𝑡𝑋 4

24
+⋯

𝑀𝑋 𝑡 = 1 + 𝑡𝐸 𝑋 +
𝑡2𝐸 𝑋2

2
+
𝑡3𝐸 𝑋3

6
+
𝑡4𝐸 𝑋4

24
+⋯

𝜕𝑀𝑋 𝑡

𝜕𝑡
= 𝐸 𝑋 + 𝑡𝐸 𝑋2 +

𝑡2𝐸 𝑋3

2
+

𝑡3𝐸 𝑋4

6
+⋯  ቚ

𝝏𝑴𝑿 𝒕

𝝏𝒕 𝒕=𝟎
= 𝐸 𝑋

𝜕2𝑀𝑋 𝑡

𝜕𝑡2
= 𝐸 𝑋2 + 𝑡𝐸 𝑋3 +

𝑡2𝐸 𝑋4

2
+⋯  ฬ

𝝏𝟐𝑴𝑿 𝒕

𝝏𝒕𝟐 𝒕=𝟎
= 𝐸 𝑋2

𝜕3𝑀𝑋 𝑡

𝜕𝑡3
= 𝐸 𝑋3 + 𝑡𝐸 𝑋4 +⋯  ฬ

𝝏𝟑𝑴𝑿 𝒕

𝝏𝒕𝟑 𝒕=𝟎
= 𝐸 𝑋3



4) A convergência ordinária de uma sequência de funções
geradoras corresponde à convergência das
correspondentes distribuições.

Em muitas situações, é mais fácil mostrar a convergência

de funções geradoras do que provar a convergência das
distribuições diretamente.



Exemplo 1: Seja 𝑌~𝐵 𝑛, 𝑞 e 𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆) vamos obter as
respectivas funções geradoras de momentos.

𝑃 𝑌 = 𝑦 =
𝑛

𝑦
𝑞𝑦 1 − 𝑞 𝑛−𝑦

𝑓 𝑥 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥

0 ≤ 𝑌 ≤ 𝑛 e 0 ≤ 𝑥 ≤ ∞.



Seja 𝑌~𝐵 𝑛, 𝑞 , 0 ≤ 𝑌 ≤ 𝑛

𝑃 𝑌 = 𝑦 =
𝑛

𝑦
𝑞𝑦 1 − 𝑞 𝑛−𝑦

Lembrando que 𝑛
𝑘

=
𝑛!

𝑛−𝑘 !𝑘!
e 𝑎 + 𝑏 𝑛 = ∑𝑘=0

𝑛 𝑛
𝑘
𝑎𝑘 𝑏𝑛−𝑘

𝑀𝑌 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑌 =
𝑦=0

𝑛

𝑒𝑡𝑦
𝑛

𝑦
𝑞𝑦 1 − 𝑞 𝑛−𝑦 =

𝑦=0

𝑛 𝑛

𝑦
𝑒𝑡𝑞 𝑦 1 − 𝑞 𝑛−𝑦

𝑀𝑌 𝑡 = 𝑒𝑡𝑞 + 1 − 𝑞 𝑛



Seja 𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆)

𝑓 𝑥 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ ∞.

𝑀𝑋 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 = න
0

∞

𝑒𝑡𝑥𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 = න
0

∞

𝜆𝑒−𝒙(𝝀−𝒕)𝑑𝑥

𝑀𝑋 𝑡 = − ቤ
𝜆

(𝜆 − 𝑡)𝑒𝑥(𝜆−𝑡)
𝑥=0

𝑥→∞

=
𝜆

𝜆 − 𝑡



Exemplo 2: Seja uma dada variável aleatória 𝑋~𝑁(0,1).
Encontre a distribuição de 𝑌 = 𝑔 𝑋 = 𝑋2, pela técnica
da função geradora de momentos.



𝑀𝑌 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑌 = න
−∞

∞

𝑒𝑡𝑥
2 1

2𝜋
𝑒−

1
2𝑥

2
𝑑𝑥

𝑀𝑌 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑌 = න
−∞

∞ 1

2𝜋
𝑒−

1
2
𝑥2 1−2𝑡 𝑑𝑥

𝑀𝑌 𝑡 =
1 − 2𝑡 −

1
2

1 − 2𝑡 −
1
2

න
−∞

∞ 1

2𝜋
𝑒−

1
2𝑥

2 1−2𝑡 𝑑𝑥

𝑀𝑌 𝑡 = 1 − 2𝑡 −
1
2 න

−∞

∞ 𝑒
−
1
2𝑥

2 1
1−2𝑡 −1

1 − 2𝑡 −
1
2 2𝜋

𝑑𝑥



න
−∞

∞ 𝑒
−
1
2𝑥

2 1
1−2𝑡 −1

1 − 2𝑡 −
1
2 2𝜋

𝑑𝑥 → 𝑋~𝑁 0, 1 − 2𝑡 −1

Logo

𝑀𝑌 𝑡 = 1 − 2𝑡 −
1
2 න

−∞

∞ 𝑒
−
1
2
𝑥2

1
1−2𝑡 −1

1 − 2𝑡 −
1
2 2𝜋

𝑑𝑥 = 1 − 2𝑡 −
1
2

MY t = 1 − 2t −
1

2 =
1

2
1

2
−t

1

2

para t <
1

2

𝑌~𝐺𝑎𝑚𝑎 𝜆 =
1

2
, 𝑟 =

1

2



Seja 𝑋𝑗~𝐵𝑒𝑟(𝑞) , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 sendo Xj independentes.

Então a distribuição de 𝑌 = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛 é?

𝑀𝑋𝑗 𝑡 = 𝑞𝑒𝑡 + 1 − 𝑞



Sejam 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛 v.as definidas num mesmo espaço de
probabilidade, com 𝑓𝑌1,..,𝑌𝑛 𝑦1, … , 𝑦𝑛 então a função geradora de

momentos multidimensional dessas variáveis é definida por:

𝑀𝑌1,…,𝑌𝑛 𝑡1, … , 𝑡𝑛 = 𝐸 𝑒𝑡1𝑌1+⋯+𝑡𝑛𝑌𝑛

ou

𝑀𝑌1,…,𝑌𝑛 𝑡1, … , 𝑡𝑛 = න…න𝑒𝑡1𝑦1+⋯+𝑡𝑛𝑦𝑛 𝑓𝑌1,…,𝑌𝑛 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ෑ

𝑗=1

𝑛

𝑑𝑦𝑗

Obs.:
𝑀𝑌1 𝑡1 = 𝑀𝑌1,…,𝑌𝑛 𝑡1, 0,0,0,… , 0 = 𝑙𝑖𝑚

𝑡𝑠≠𝑡1→0
𝑀𝑌1,…,𝑌𝑛 𝑡1, … , 𝑡𝑛

Função Geradora de Momentos



Propriedade:

Dada as constantes 𝑎 e 𝑏 , então se 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏, 
então:

𝑀𝑌 𝑡 = 𝑒𝑏𝑡𝑀𝑋 𝑎𝑡

Função Geradora de Momentos



Se 𝑋 ∼ 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖 𝑞 𝑀𝑋 𝑡 = 𝑞𝑒𝑡 + 1 − 𝑞; 0 ≤ 𝑞 ≤ 1

Se 𝑋 ∼ 𝑁 𝜇, 𝜎2 𝑀𝑋 𝑡 = 𝑒
𝜇𝑡+

𝜎2𝑡2

2 ; −∞ ≤ 𝜇 ≤ ∞, 𝜎2 > 0

Se 𝑋 ∼ 𝑃𝑜 𝜆 𝑀𝑋 𝑡 = 𝑒𝜆(𝑒
𝑡 −1); 𝜆 > 0

Se 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝 𝛼 𝑀𝑋 𝑡 =
𝛼

𝛼−𝑡
; 𝛼 > 0

Se 𝑋 ∼ 𝐺𝑒𝑜 𝑞 𝑀𝑋 𝑡 =
𝑞𝑒𝑡

1− 1−𝑞 𝑒𝑡
; 0 ≤ 𝑞 ≤ 1

Se 𝑋 ∼ 𝑈𝑛𝑖𝐶 𝑎, 𝑏 𝑀𝑋 𝑡 =
𝑒𝑡𝑏−𝑒𝑡𝑎

𝑡 𝑏−𝑎
; 𝑎 < 𝑏

Se 𝑋 ∼ 𝐺𝑎𝑚𝑎 𝜆, 𝑟 𝑀𝑋 𝑡 =
𝜆

𝜆−𝑡

𝑟
; 𝜆 > 0, r > 0, 𝑡 < 𝜆



Exemplo 3: Seja 𝑋~𝑁 𝜇1, 𝜎1
2 e 𝑌~𝑁 𝜇2, 𝜎2

2 , Sendo 𝑋 e 𝑌
independentes. Seja Y1 = X + Y e Y2 = X − Y. Encontre as
distribuições de Y1 e Y2.

Entregar!!



𝑀𝑌 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑌

ቤ
𝑑𝑛𝑀𝑌 𝑡

𝑑𝑡𝑛
𝑡=0

= 𝐸 𝑌𝑛

Função Geradora de Momentos Função Característica

 𝜓𝑌 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑖𝑡𝑌

ቤ
𝑑𝑛𝜓𝑌 𝑡

𝑑𝑡𝑛
𝑡=0

= 𝑖𝑛𝐸 𝑌𝑛

𝝍𝒀 𝒕 = 𝑴𝒀(𝒊𝒕)



Seja 𝑌 uma variável aleatória, e 𝜓𝑌 𝑡 sua função
característica, tal que 𝜓𝑌 𝑡 = 1 para algum 𝑡 = 0 se

ela for discreta, ou ∞−
∞

𝜓𝑌 𝑡 𝑑𝑡 < ∞ se for contínua.

Então:

𝑓 𝑌 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑒−𝑖𝑡𝑦 𝜓𝑌 𝑡 𝑑𝑡

Fórmula de Inversão



Exemplo 4: Considere a função geradora de
momentos abaixo

𝑀𝑋 𝑡 = 𝑒

𝑡2

2

Determine a função de densidade de 𝑋.



Exemplo 4: Como 𝜓𝑌 𝑡 = 𝑀𝑌 𝑖𝑡 , então 𝜓𝑌 𝑡 = 𝑒
−
𝑡2

2 .

Aplicando a fórmula de inversão.

𝑓 𝑌 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑒−𝑖𝑡𝑦 𝑒
−
𝑡2

2 𝑑𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑒
−
(𝑡2+2𝑖𝑡𝑦)

2 𝑑𝑡

𝑓 𝑌 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑒−
𝑡2+2𝑖𝑡𝑦+ 𝑖𝑦 2

2 𝑒
𝑖𝑦 2

2 𝑑𝑡

𝑓 𝑌 =
𝑒−

𝑦2

2

2𝜋
න
−∞

∞ 1

2𝜋
𝑒−

𝑡+𝑖𝑦 2

2 𝑑𝑡



Exemplo 4

....

𝑓 𝑌 =
𝑒−

𝑦2

2

2𝜋
න
−∞

∞ 1

2𝜋
𝑒−

𝑡+𝑖𝑦 2

2 𝑑𝑡

𝑁 −𝑖𝑦, 1

𝑓 𝑌 =
𝑒−

𝑦2

2

2𝜋
1

𝑓 𝑌 =
1

2𝜋
𝑒−

𝑦2

2

𝑌 ∼ 𝑁(0,1)
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