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Momentos

o Valor esperado de X
ux = E(X)

o Variancia probabilistica de X
2 _ _ 27 _ 2y _ 2
ox = E{|[X — E(X)]*} = E(X*) — E(X)
o Assimetria de X
(X—E(X)>3
E
Ox

o Curtose de X

_E(X?) -3E(X)E(X?) + 2E(X)?
- [E(X?) — E(X)?]3

'}/:

E(XM - 4EX)EX®) + 6E(X?)E(X)? — 3E(X)*

_ | (E=EW *
P = ( ox > [EQr?) — E(X)T2
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Assimetria positiva Assimetria negativa

O mais comum em seguros € assimétrica positiva, pois
ha uma tendéncia de os sinistros de custo mais baixa
serem mais frequentes do que os de custo mais alta.
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Assimetria negativa

P Leptoctrtica, f > 3

Mesoctrtica, [ =3

Platictartica, f <3




Regido impossivel
Uniforme

Normal

Distribuicdo Beta

Distribuicdo S, de Johnson
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.| Distrib. Beta .| Distrib. S de Johnson

HAFLEY, W.; SCHREUDER, H. Statistical distributions for fitting diameter and height
data in even-aged stands. Canadian Journal of Forest Research, NRC Research

Press, v. 7, n. 3, p. 481-487, 1977.



Momentos

Momento de ordem k ou momentos ordinarios de
ordem k de uma variavel Y (sendo k um inteiro
positivo) como:

my, = E(Y¥)



Momentos
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e my = E(Y) -
=m, = E(Y?)

= ms = E(Y?3)



Fungéo Geradora de Momentos

> Py = y)
=1

My(6) = By = { =)
| eormay



Fungéo Geradora de Momentos

1) A geradora de momentos determina completamente a
distribuicao de probabilidades.

2) A funcdo geradora de uma soma de varidveis aleatérias
independentes é o produto das funcoes geradoras de cada
componente da soma.

3) Os momentos de uma varidvel aleatéria podem ser obtidos
pela derivagao da funcdo geradora.

4) A convergéncia ordinaria de uma sequéncia de fungoes
geradoras corresponde a convergéncia das correspondentes
distribuicoes.



1) A geradora de momentos determina completamente a
distribuicao de probabilidades.

....se duas v.a. possuem funcodes geradoras de momentos iguais, entao elas tém a
mesma fungdo de distribui¢do ( teorema de unicidade).

2) A funcdo geradora de uma soma de varidveis aleatorias
independentes é o produto das funcoes geradoras de cada
componente da soma.

Seja Y=X;+X,+--+X,, tal que X;,X,,..,X,, sdo variaveis aleatorias
independentes.

My(t) = E(et 1etXz ., et*n) = E(et 1 )E(et*2) ... E(et*n)

My(®) = My (®) = | [ my,0



3) Os momentos de uma variavel aleatéria podem ser obtidos
pela derivacao da funcao geradora.
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4) A convergéncia ordinaria de uma sequéncia de funcoes
geradoras corresponde a convergéncia das
correspondentes distribuicoes.

Em muitas situacoes, é mais facil mostrar a convergéncia

de tfuncoes geradoras do que provar a convergéncia das
distribuicoes diretamente.



Exemplo 1. Seja Y~B(n,q) e X~Exp(1) vamos obter as
respectivas funcoes geradoras de momentos.

P(Y=y)= (2) q”(1—q)"™”

fx) = 2e™H



Seja Y~B(n,q) ,0<Y <n

P(Y =y) = (;) g7 (1 =)™

n! _
Lembrando que (Z) = o © (a+ b)" = ’,}zo(;‘)ak pnk
n n n n
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y=0 y y=0 y

My(t) =[etq+ (1 —]"



Seja X~Exp(A)
fx) =2 ,0<x < oo,

00)

My (t) = E(etX) = f

et Je M dx =f Le XA-0) dy
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Exemplo 2: Seja uma dada variavel aleatoria X~N(0,1).
Encontre a distribuicdo de Y = g(X) = X2, pela técnica
da funcao geradora de momentos.



My (t) = E(et?) = f e’”czie_%x2 dx
— o V21

M, (t) = E(et) = f %e-%xzﬂ-zﬂ dx
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Seja Xj~Ber(q), j=1,2,..,n sendo X; independentes.
Entao a distribuichio de Y = X; + X, + -+ X, €7

My () = ge' +1—gq



Fungéo Geradora de Momentos

Sejam Yi,...,Y, v.as definidas num mesmo espaco de
probabilidade, com fy, vy (¥1,..,Ys) entdo a funcdo geradora de
momentos multidimensional dessas variaveis é definida por:

MYl,...,Yn (tl) ) tn) — E(et1Y1+---+tnYn)

ou

n
My, vy (t1, ., ty) = J ---f€t1y1+m+t"y"le,...,Yn(YL---»Yn)ndJ’j
j=1

Obs.:
My1 (tl) — MYl:---:Yn (tll 0,0,0, e O) — llm Mer---rY‘n (tli e tn)



Fungéo Geradora de Momentos

Propriedade:

Dada as constantes a e b , entdao se Y = aX + b,
entao:

My (t) = e?*M, (at)



Se X ~ Bernoulli(q) ? My(t) =qgqet+1—q; 0<qg<1

aztz

SeX ~N(uo?) =DM(t) = e<”t+T) s —o<u<o, g?2>0

se X ~ Po(A)

se X ~ Exp(a)

Se X ~ Geo(q)

Se X ~ Uni.(a,b)

se X ~ Gama(A, 1)

DM, () = e -D; 1>0

> M, (t) =%; a>0

t
> My(t) = 1—(Clliq)et; 0<g<1
tb eta
>M,(t) = R a<b

) r
-)MX(t)z(ﬁ) ; A>0 r>0 t<A



Exemplo 3. Seja X~N(uy,0f) e Y~N(uy,0%), Sendo X e Y
independentes. Seja Y; =X+Y e Y, =X-—Y. Encontre as

distribuicoes de Y; e Y,.

Entregar!!



Funcéo Geradora de Momentos

> My (t) = E(et’)

d™ My (t)

dath

t

0

= E(Y")

Yy (t) = My(it)

Fungéio Caracteristica

> Py (t) = E(eity)

d™py (t)

dath

t=0

= i("E(Y"™)



Farmula de Inverséo

Seja Y uma variavel aleatéria, e Yy(t) sua funcéo
caracteristica, tal que |Yy(t)| =1 para algum t =0 se

ela for discreta, ou fjoooll/)y(t)ldt < oo se for continua.

Entao:

1 * .
O =5 | ey



Exemplo 4: Considere a funcao geradora de
momentos abaixo

My (t) = e<§)

Determine a funcdo de densidade de X.



ExemplO 4: Como Yy (t) = My (it), entdo Py (t) = e(_%>.

Aplicando a féormula de inversao.

1 [ (—%) 1 [ [—(t2+22 = )]
f(Y) =Ej e e dt=% e dt
1 [ _[t2+2ity+(iy)2] (iy)?
fly)= ﬁj e 2 e 2 dt
yZ

(1) e_Tjoo 1 _(t+2iy)2 ”

= —e
VZT[ —0oV 27T



Exemplo 4

f(Y) =

Y ~ N(0,1)
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